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中文摘要

本三年期計畫分別收集了許多圖論上的難題，例如節點涵蓋問題、史岱納樹問題，歸納出它們近似演算法發展的結果。針對不完全二元樹的嵌入問題，我們發展了常數倍的近似演算法。經由中序式的一些特性，本文作者提出一種嵌入的方法，可以獲得2倍的延伸係數、2倍的壅塞係數、以及(N+1)/N的擴張度(N表不完全二元樹的節點個數)。作者並證明，在(N+1)/N的擴張度下，這結果為理論上所能獲致之最佳結果。而對於最遠路徑推銷員巡迴問題，我們證明其為 NPO-complete。根據這個結果，該問題極不可能存在常數倍的近似演算法。
Abstract

In this 3-year project, we surveyed many NP-complete problems in graph theory to analyze their approximation results, such as Steiner tree problems and the vertex cover problems.  We then developed a 2-approximate algorithm for the embedding problems on incomplete binary trees.  By applying some properties of inorder traversal, the authors present an embedding scheme with dilation 2, edge-congestion 2, and expansion ratio (N+1)/N, where N is the number of nodes in an incomplete binary tree.  The authors prove that this embedding is optimal under the constraint of expansion ratio (N+1)/N.  For the longest traveling salesperson problems, we proved that it is nearly impossible to possess any constant ratio approximation algorithm by showing this problem is NPO-complete.

計畫緣由與目的

在計算科學的領域中，NP-completeness 無疑占有一個相當重要的地位。一個問題若被證明為 NP-complete 的問題，即相當於被證明為理論上的「難題」，一般相信不可能找到有效率的演算法予以解決。

但一問題被證明為 NP-complete 的難題，並非理論研究的終點；相反的，是相關研究的開始。在實務應用上重要的問題，即使被證明為 NP-complete，在實用上仍須以隨機演算法(random algorithm)或近似演算法(approximation algorithm)等各種方式試圖求解[5]。本計畫之目的即在針對許多NP-complete難題之近似解(approximation solution) 進行探討，試圖對問題之近似求解難易程度予以分類，並設法就一些問題發展有效的近似演算法(approximation algorithm)。對單一問題的近似程度（approximability），分別有所謂「正面」及「負面」的結果。
所謂「正面」的結果重點在針對特定問題尋找好的近似解，希望能發展出常數倍率(constant ratio), 其至常數誤差(constant error)的結果。在常數倍率中，更有所謂多項式時間近似方案（polynomial-time approximation scheme, 簡寫為PTAS）。對於所要求的任意近似倍率1+ε，不論誤差率ε希望多小，只要ε給定，均可找到誤差率保證在ε之內的近似演算法，而且其執行時間仍僅須多項式時間（polynomial time）。如此便是理論上相當好的近似成果。
所謂「負面」的結果則是從理論上予以證明該問題不會有好的近似解。我們發展了 NPO-complete 的理論，並藉此推導出一些問題的分類。由於被分類在 NPO-complete 的問題幾乎不可能擁有常數比例的近似解[7];因此我們可以知道，此類問題不僅是最佳解（optimal solution）難以求得，連僅僅是求近似解都是十分困難的。

結果與討論

以圖論上之問題為例，最小節點覆蓋問題（minimum vertex cover problem）與最大獨立集合問題（maximum independent set problem）均為NP-complete之難題，其基本特性亦極為類似。但在近似演算法的發展上，最小節點問題早有常數倍率之近似演算法[1], 而最大獨立集合問題則始終沒有好的近似演算法，甚至已被證明相當不可能存在常數倍率的近似演算法[2].  本計畫對於圖論上的幾個重要問題，分別求得「正面」及「負面」的研究成果。
在「正面」結果方面，本討畫對於將不完全二元樹(incomplete binary tree) 嵌入(embed)至不完全高維立方(incomplete hypercube)發展出一套具有固定誤差的演算法。由於在量測「嵌入」問題之演算法時，其最佳化目標(optimization goal)不止一個，許多目標甚至互相衝突，難以兼顧。因此如何在眾多目標之間予以取捨，發展出良好的演算法，乃是非常有趣的課題。

嵌入(embedding)的重要性在於它提供我們一種有系統的方法在一套拓樸結構上模擬(simulate)另一套結構。它主要的貢獻乃是，在原先的結構上已發展出的演算法均可有系統地直接轉換到新的拓樸結構上。而一套嵌入方法的良莠與否, 通常用延伸係數(dilation) 及擴張係數(expansion)來衡量。延伸係數的定義為原結構中相鄰兩節點被嵌入至新結構中的最遠距離，而擴張係數為新結構之節點數對原結構節點數之比值。

本計畫所發展出之演算法，可以使得延伸係數(dilation)在2倍之內，而擴張係數則為 (N+1)/N 倍。並證明此結果在擴張係數 (N+1)/N 的前提下，乃是理論上所能達成的最佳近似結果。

在「負面」結果上，若以 NPO 代表所有NP的最佳化問題（nondeterministic-polynomial optimization problem），倘存在一問題A，使得所有NPO 問題均可簡化（reduce）至A求解，則該問題A即稱為NPO-complete。任何一個NPO-complete問題具有如下的特性：倘若其具有常數倍率之近似演算法，則所有NPO問題都將具有常數倍率近似解。這當然是不太可能的。更進一步，我們可以推導出如果NPO-complete問題存在常數倍近似解，則NP=P.在理論探討上，幾乎所有文獻都一致認定這是不可能成立的[3]。因此，經由證明問題為NPO-complete,即可證明其理論上之困難度。
本計畫經由加權滿足問題（weighted satisfiability problem）的簡化，證明最遠路徑推銷員巡迴問題（longest traveling salesperson problem）為NPO-complete，一方面建立起本問題的理論性難度，另一方面NPO-complete問題自1987年[6]之後就未曾有新問題被發現屬於此一等級（class）中，為相當不易之成果。
計畫成果自評

本年度成果已發表於國際學術期刊 [4,7]。以往學者採用 heuristic algorithm 求解 NP-complete 問題時，均無法保證其與理論最佳解 (optimal solution) 的誤差距離。常數倍近似演算法(constant-ratio approximation algorithm) 的發展，以其「雖不中亦不遠矣」的特性，對實務應用上有相當大的幫助。

由於不完全二元樹及不完全高維立方體均為平行計算上極為通用之拓構結構，而 (N+1)/N 的擴張係數極為趨近於 1，因而此一結果使得研究者可以極為有效地在不完全高維立方體上模擬 (simulate)不完全二元樹上的運算。眾所皆知樹(tree)是一個重要的資料結構，不完全二元樹又兼具有規律及大小(size)上的彈性。本計畫所發展出的嵌入方式，其對映位址的計算，不論是從不完全二元樹到不完全高維立方體，或是從不完全高維立方體到不完全二元樹，其位址轉換都可以在常數時間(constant time)內完成。因此在分散式環境中，每一節點對其相鄰節點的位址計算均可快速完成，是一個相當有效的轉換方式。在許許多多運用到「各個擊破」(divide-and-conquer)演算法的問題當中，樹(tree)都是被廣泛使用的一項重要資料結構。本計畫所發展出的有效嵌入方式，將有助於其他研究者據此能快速地在不同的拓樸結構上發展通用的演算法。

而 NPO-completeness 理論的發展，可以區分出近似理論中的難題。對於已被證明為 NPO-complete 的問題，因為可相信其不存在常數倍的近似演算法，研究學者可不必再徒費時光硬鑽死胡同，而能及早另闢蹊徑。對理論研究上為相當重要的貢獻。
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